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Введение

Математическое планирование любого эксперимента, в частности, эксперимента в металлургии, состоит в том, что по заданной программе одновременно варьируют всеми величинами (факторами),  изучая их действие на исследуемый объект. Как правило, в эксперименте последовательно изучается действие одного фактора, затем другого, в то время как остальные факторы строго застабилизированы. Использование математического планирования позволяет сократить число опытов и формализовать проведение ряда этапов эксперимента.
Существуют два направления в математическом планировании эксперимента: планирование экстремальных экспериментов и планирование экспериментов по выявлению механизма процесса.
Способы  воздействия на объект исследования называются факторами. Факторы - это независимые переменные, которые подчиняются исследователю. Совокупность всех значений, которые может принимать данный фактор - его область определения. Значения, которые принимает фактор при проведении эксперимента, называются уровнями фактора.

Отклик изучаемого объекта (процесса) на воздействие факторов называется параметром оптимизации. При планировании оптимальных экспериментов параметром оптимизации служит признак, по которому оптимизируется процесс.

В условиях организации и планирования исследовательской работы необходимо математически выразить связь между параметром оптимизации и факторами:
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Это выражение называется функцией отклика, задают ее часто в виде степенного ряда или многомерного полинома:





[image: image2.wmf]å

å

å

=

=

=

+

+

+

=

k

i

n

j

k

i

j

i

ij

i

i

o

x

x

a

x

a

a

y

1

1

1

....,






где a0, ai, aij - эмпирические коэффициенты; хi, xj - значения уровней, соответственно, i-го и j-го факторов.

При математическом планировании эксперимента опыты проводятся для того, чтобы определить коэффициенты модели. Если перебрать все возможные сочетания выбранных уровней факторов, то можно определить необходимое число N  опытов: 
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где к - число факторов, принятых в рассмотрение при изучении данного объекта; Р - число уровней для каждого фактора.

Информация, полученная при постановке опытов, используется для выбора параметра оптимизации, факторов и нахождения их области определения, а также для выбора подобласти,  в которой целесообразно планировать эксперимент. 

При изучении объекта с помощью полного факторного эксперимента число опытов N можно сократить минимизацией числа P уровней факторов (Р=2) или уменьшением числа факторов.

Чтобы установить подобласть для постановки эксперимента при Р=2, обычно выбирают точку в области определения фактора и вокруг нее варьируют. Эта точка называется основным или нулевым уровнем (
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), а величина, на которую изменяют ее значение, называется интервалом варьирования (
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). Выбор подобласти в факторном пространстве для постановки эксперимента сводится к выбору для каждого фактора значений 
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 и 
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.  Интервалом варьирования факторов называется некоторое число, прибавление которого к основному уровню дает верхний, а вычитание - нижний уровень фактора.
Если 
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- интервал варьирования i-го фактора, а 
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 - основной уровень фактора, выраженный натуральным числом, то натуральные значения нижнего 
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[image: image11.wmf]~

¢

¢

x

i

 уровней i-го фактора, соответственно, выразятся как:
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Для упрощения записей условий эксперимента и обработки опытных данных значения нижнего (
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) и верхнего (
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) уровней задаются некоторым кодированным числом:
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Тогда для любых факторов  независимо от величины основного уровня и интервала варьирования кодированное значение верхнего уровня фактора соответствует значению +1, нижнего- -1  и  основной уровень равен 0.

На значение 
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 накладываются естественные ограничения сверху и снизу. Интервал варьирования не может быть меньше той погрешности, с которой фиксируется значение уровня фактора. Иначе верхний и нижний пределы окажутся неразличимыми. С другой стороны, интервал 
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 не должен быть настолько большим, чтобы значения верхнего или нижнего уровня фактора оказались за пределами его области определения.

После установления области определения факторов и выделения подобласти проведения эксперимента с помощью матрицы планирования можно перейти к собственно математическому планированию эксперимента.

Матрица планирования - это таблица, в которой строчками  даны условия проведения различных опытов, а столбцами - значения уровней различных факторов. При полном факторном эксперименте обычно число различных уровней фактора равно двум, поэтому число строк (число опытов) в матрице планирования  N=2k, и значения уровней факторов записываются в кодированной форме. Для двухфакторного эксперимента матрица имеет вид
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Каждый столбец в матрице называется вектор-столбцом, а каждая строка -  вектор-строкой. 

При составлении таблицы пользуются следующим правилом: при добавлении нового фактора матрица исходного плана встречается дважды  в сочетании с нижним  и верхним уровнями нового фактора. Записывается исходный план для одного уровня нового фактора,  затем повторяется все для другого. Независимо от числа факторов матрица планирования имеет следующие свойства:
- симметричность относительно центра эксперимента (алгебраическая сумма элементов вектор-столбца каждого фактора равна нулю, т.е. 
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, где j - текущий индекс фактора, аi  - номер опыта);
- условие нормирования: сумма квадратов элементов каждого столбца равна числу опытов, т.е. 
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- ортогональность (сумма
[image: image33.wmf]почленных произведений любых двух факторов-столбцов матрицы равна 0, т.е. 
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- рототабельность (точки в матрице планирования подбираются так, что точность предсказания значений параметра оптимизации одинакова на равных расстояниях от центра эксперимента и не зависит от направления).

После построения матрицы планирования проводятся опыты для определения значений параметров оптимизации (откликов) yi, которые затем используются для нахождения коэффициентов математической модели, представленной многомерным полиномом. Коэффициенты рассчитываются по формуле

[image: image35.wmf]N

y

x

a

N

j

i

ji

j

å

=

=

1

,
где xji - значение уровня j-го фактора в i-ом опыте матрицы планирования; yi - значение параметра оптимизации в i-ом опыте; N - число опытов в матрице планирования. Чтобы определить коэффициенты при линейных членах, достаточно воспользоваться матрицей, которую используем для постановки эксперимента. Например, для двухфакторного эксперимента коэффициенты а1 и а2 найдем по формулам
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Значения коэффициентов двойного, тройного и т.д. взаимодействия, а также свободного члена  рассчитываются по-прежнему по формуле. Для этого в матрице планирования создаются специальные столбцы, используемые исключительно для оценки коэффициентов.  Знаки вновь созданных столбцов устанавливаются алгебраическим перемножением знаков соответствующих основных  вектор-столбцов матрицы, с помощью которой задавали условия проведения опытов при постановке эксперимента.  Например, матрица планирования трехфакторного эксперимента, созданная для определения коэффициентов а0, а12, а13, а23 и а123:
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     Далее можно рассчитать сами коэффициенты:
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 После того, как вычислены коэффициенты модели, математическая модель должна быть интерпретирована. 

 Численные значения коэффициентов при линейных членах указывают на силу влияния факторов: чем больше коэффициент, тем больше влияние.  Если коэффициент имеет знак "+", то с увеличением натурального значения фактора параметр оптимизации увеличивается; если знак "-" , то параметр оптимизации уменьшается с увеличением значений уровня фактора. Численное значение коэффициента соответствует вкладу данного фактора в величину параметра оптимизации при переходе фактора с нулевого уровня  на верхний или нижний.  Иногда оценивают вклад фактора при его переходе с верхнего уровня на нижний, что соответствует удвоенному значению коэффициента, и называется этот вклад основным, или главным эффектом, или эффектом фактора. Сложнее интерпретировать значимые коэффициенты при членах двойного, тройного и т.д. взаимодействия. Например, коэффициент а12 характеризует, как изменяется действие фактора х1 на параметр у при изменении значения уровня фактора х2. Ортогональность матрицы планирования позволяет получить независимые друг от друга оценки коэффициентов только для модели, включающей линейные эффекты и эффекты взаимодействия. 

 Между тем могут иметь место и модели, содержащие квадратичные члены. Построение вектор-столбцов для х12 и х22 приводит к получению единичных столбцов, совпадающих со столбцом х0. Так как эти столбцы неразличимы, то коэффициент аij  неразделим с коэффициентом а0. Поэтому  последний включает в себя значения свободного члена и вклады квадратичных членов. В данном случае имеет место смешанная оценка:
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где а0 - вычисленный  коэффициент, а греческими буквами (
[image: image43.wmf]a

a

0

,

jj

), как принято в статистике, обозначаются неизвестные истинные коэффициенты, выборочные оценки которых необходимо найти.

Каждый эксперимент содержит в себе элемент неопределенности вследствие существования случайных погрешностей. Для того, чтобы оценить воспроизводимость измерения параметра оптимизации, необходимо ставить повторные эксперименты. Если поставлено N различных опытов, каждый из которых повторен nj раз, то значение дисперсии Sв2 воспроизводимости параметра у рассчитывают по формуле
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в которой m=N, хji=yji. 
По этой формуле можно рассчитать дисперсию, если  значения S2вj всех опытов однородны. Обычно такое бывает, если значения
[image: image45.wmf]у
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, полученные для различных опытов матрицы планирования ( j - текущий индекс по опытам матрицы планирования, j = 1,2,3,.....,N) изменяются в сравнительно узких пределах ( не более, чем в 5 раз). Если есть сомнения в однородности дисперсий, то рассчитывается величина S2вj для каждого из N опытов, а затем по критерию Бартлета или Кочрена проверяется однородность S2вj. Если оказалось, что S2вj однородны, то определяется суммарная дисперсия S2в воспроизводимости:
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Если дисперсии Sj2 неоднородны, то следует преобразовать полученные данные уji, например, извлечь из всех значений корень квадратный или взять логарифм, или поставить новый план, сузив интервалы варьирования.

После определения коэффициентов математической модели следует рассчитать доверительный интервал 
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 для полученных значений. При полном факторном эксперименте доверительные интервалы для всех коэффициентов как при линейных членах, так и при членах взаимодействия равны и рассчитываются по формуле
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где t( f) - табличное значение критерия Стьюдента для уровня значимости  и числа степеней свободы f, по которым определяли Sв воспроизводимости измерения у; N - число опытов в матрице планирования.
С помощью 
[image: image49.wmf]D

a

j

 оценивают значимость коэффициентов: коэффициент считается значимым, если соблюдается неравенство 
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. В противном случае принимают, что действие фактора не проявляется на фоне воспроизводимости измерения. 

Далее необходимо оценить адекватность математической модели. Модель называется адекватной, если она с заданной точностью S2д предсказывает значение параметра оптимизации. Поэтому оценка адекватности модели сводится к проверке однородности дисперсий S2д       и дисперсии S2ад, характеризующей отклонение экспериментальных значений 
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 параметра оптимизации от его теоретического значения 
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, рассчитанного с помощью исследуемой модели. Значение S2ад определяется по формуле:
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где l - число значимых коэффициентов в исследуемой модели; nj - число параллельных измерений параметра оптимизации. Для оценки однородности воспользуемся F-критерием:

F= S2ад / S2д
Если F<F(, f1=N-l, f2= ), то модель адекватно описывает процесс; при F>F(, f1, f2) - модель неадекватна. Адекватность модели допустимо оценивать с помощью этого отношения только при условии, что S2д> S2в (S2в - дисперсия воспроизводимости измерения
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), поэтому чаще опираются на принцип: модель адекватна в случае, если разность (
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) определяется воспроизводимостью измерения 
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.  При этом рассчитывается значение дисперсии ( S'ад)2.
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которая  учитывает, что коэффициенты модели рассчитывают по средним 
[image: image59.wmf]у
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 из nj измеренных значений параметра оптимизации. Далее по F-критерию проверяется однородность дисперсий:
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Если  F<F(, f1=N-l, f2=
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),  то  модель  адекватна, в противном случае  -  неадекватна. Если N=l, то при оценке однородности дисперсий принимаем f1=1.

Нередко количество опытов в полном факторном эксперименте значительно превосходит число значимых коэффициентов математической модели. Например, при постановке четырехфакторного эксперимента число N опытов в полной матрице планирования равно N=24=16. Если при этом постулируем линейную модель, то число определяемых коэффициентов равно 5: имеем одиннадцать степеней свободы (f = N - l), которые можно использовать для определения других линейных коэффициентов. В таких условиях лучше сократить число опытов, сохранив оптимальные свойства матрицы планирования. Этого можно достичь, если вектор-столбцы x1, х2, х3 будем использовать для нового фактора х4 : х4= x1х2х3.
Матрица планирования для дробного факторного эксперимента называется полурепликой и будет выглядеть следующим образом:
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Матрица из восьми опытов будет полурепликой от матрицы с числом опытов 24 и обозначается 24-1. В общем случае для полуреплики используется обозначение 2К-1. Полуреплику, представленную в таблице, применяют для определения условий проведения опытов, значения уровней фактора х4 изменяются в соответствии с данными последнего столбца.

Вследствие сокращения числа опытов теряется часть информации, получаемой при полном факторном эксперименте. При этом нет раздельных оценок коэффициентов, коэффициенты математической модели будут смешаны с другими эффектами. Эффекты смешения устанавливают с помощью определяющего контраста и генерирующих соотношений. Если правую и левую части соотношения х4= x1х2х3 умножить на х4, то получим выражение 1=х1 х2 х3 х4, которое называется определяющим контрастом. Чтобы установить эффект, который смешан с данным, например, с эффектом х1, помножим обе части определяющего контраста на х1 и получим х1=х12 х2 х3 х4. Это выражение называется генерирующим соотношением; оно показывает, что коэффициент а1 характеризует  не  только  коэффициент1,   но  и  коэффициент234,   т.е.  а11 +234. Аналогично можно найти генерирующее соотношение и для других эффектов полуреплики:




х2=х1 х3 х4


 а22 +134;



х3=х1 х2 х4


 а33 +124;



х4=х1 х2 х3


 а44 +





х1х2=х3 х4


 а1212 +34;



х1х3=х2 х4


 а1313 +24.
Приведенные выше оценки коэффициентов показывают, что сокращать число опытов возможно только при условии, что эффекты взаимодействия, с которыми смешаны исследуемые эффекты, незначимы.

Полуреплики, в которых основные эффекты смешаны с трехфакторным взаимодействием,  называются планами с разрешающей  способностью IV (по наибольшему числу факторов в определяющем контрасте). Такие планы принято обозначать 24-1 . Разрешающая способность будет максимальной, если линейные эффекты смешаны с эффектами взаимодействия наиболее высокого из возможных порядков. Если рассмотреть 25-1 полуреплику плана 25, то при ее выборе у экспериментатора имеется множество вариантов присвоений фактору х5 (около 22 решений). Наибольшей разрешающей способностью будет обладать реплика, для которой х5=х1 х2 х3 х4, или х5= - х1 х2 х3 х4. Определяющим   контрастом  в  этом  случае  будет    1=х1 х2 х3 х4 х5 ,    или 1= - х1 х2 х3 х4 х5.
Однако уже для пятифакторного эксперимента ставить полуреплику нецелесообразно, т.к. число опытов  велико. Тем более это справедливо для 26-1 и 27-1, т.к. для их планов необходимо ставить 32 и 64 опыта соответственно; тогда выгоднее ставить планы 26-2 или 26-3, для которых требуется ставить 16 и 8 опытов. Это возможно, если двум, трем главным факторам присвоить вектор-столбцы эффектов взаимодействия. 

При постановке полного факторного эксперимента, когда число факторов равно 5, количество опытов N=32, при использовании четверть-реплики - N=8.  При этом  теряется часть информации, в связи с чем необходимо точно знать, какая информация теряется и как это отразится на конечном выводе.  При выборе присвоений факторам х4 и х5 возможно принятие двенадцати различных решений.  Допустим, выбрали вариант х4=х1 х3   и   х5=х1 х2 х3 .   Тогда   определяющие   контрасты      1=х1 х3 х4  и  1=х1х2х3х5.  Если перемножить левые и правые части этих определяющих контрастов, то получится третье соотношение: 1=х2х4х5.  Далее необходимо  записать  обобщающий  определяющий    контраст:  1=х1 х3 х4 =х2 х4 х5 =х1 х2 х3 х5. Система смешивания определяется умножением обобщающего определяющего контраста последовательно на х1, х2, х3 и т.д.:
х1= х3 х4 =х1х2 х4 х5 = х2 х3 х5
                        а11 +34+124534;
х2=х1х2 х3 х4 = х4 х5 =х1 х3 х5

                 а22 +1234+45135;
х3=х1х4 =х2х3 х4 х5 =х1 х2 х5


  а33 +14+2345125;
х4=х1 х3 =х2 х5 =х1 х2 х3 х4 х5


 а44 +13+2512345;
х5=х1 х3 х4х5 =х2 х4 =х1 х2 х3


 а55 +1345+24123;
х1х2=х2 х3 х4 =х1 х5 =х3 х5


 а1212 +234+1535;
х1х5=х3 х4х5 =х1х2 х4=х2 х3


 а1515 +345+12423.

Получается сложная система смешивания линейных эффектов с эффектами взаимодействия первого, второго, третьего и четвертого порядка. 

Например, если при построении модели коэффициенты а1212 +234+1535 и а1515 +345+12423 оказались значимыми, то возникают сомнения, можно ли пренебрегать другими парными взаимодействиями, с которыми смешаны линейные эффекты. Тогда следует поставить вторую серию опытов, выбрав нужным образом четверть-реплику. При ее выборе пользуются "методом перевала", который заключается в том, что вторая четверть-реплика получается из первой путем изменения всех знаков матрицы на обратные. Тогда в обобщающем определяющем контрасте тройные произведения имеют знак, противоположный их знаку в первой четверть-реплике. Тройные произведения определяют парные взаимодействия в совместных оценках коэффициентов при линейных членах модели.

Усредняя результаты обеих четверть-реплик  можно получить линейные эффекты, не смешанные с парными взаимодействиями. С ростом числа факторов можно увеличить дробность реплик. 

Например, для полного семифакторного эксперимента нужно поставить 128 опытов, в то время как использование 1/8 реплики 27-3 позволяет ограничиться 16 опытами. Поэтому для трех факторов следует воспользоваться вектор-столбцами взаимодействий, что существенно усложняет систему смешивания эффектов. В общем случае необходимо пользоваться правилом: нужно помещать новый фактор в вектор-столбец матрицы, принадлежащий взаимодействию, которым можно пренебречь.

При математическом планировании эксперимента для оптимизации условий полученную адекватную математическую модель используют для поиска оптимума. 

Наикратчайший путь движения к оптимуму - это направление градиента функции отклика, т.е. математической модели изучаемого процесса. Градиент 
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непрерывной однозначной функции 
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есть вектор:
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где 
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 - частная производная функции 
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по m - му фактору (
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m

); i, j, ...., l, ...., k - единичные векторы в направлении координатных осей. При дифференцировании полиномиальной многомерной линейной функции
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получим, что частные производные по факторам равны коэффициентам 
[image: image70.wmf]a

i

 при линейных членах. Единичные векторы - это интервалы варьирования 
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 факторов. Таким образом, если изменять одновременно значения всех значимых факторов на величину 
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, то будем двигаться наикратчайшим путем к оптимуму (крутое восхождение). Крутое восхождение сохранится, если значения 
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 для всех значимых факторов одновременно будут умножены на одно и то же положительное число m. Величина 
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 называется шагом движения по градиенту. Выбор шага движения Li - еще один этап в планировании эксперимента. Небольшой шаг потребует значительного числа экспериментов при движении к оптимуму, большой шаг увеличивает вероятность пропуска области оптимума. При выборе значений m руководствуются правилом: нижняя граница Li задается возможностью независимого фиксирования уровней факторов для двух соседних опытов, а верхняя - областью определения факторов. Для облегчения работы при умножении на m шаги Li округляют.

Качественные факторы при крутом восхождении либо фиксируют на лучшем уровне, либо восхождение совершают дважды для каждого уровня в отдельности. Незначимые факторы стабилизируют на любом уровне в интервале 
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1. Если нет специальных соображений, то выбирают нулевой уровень. В движении по градиенту эти факторы не участвуют. Условия проведения опытов получают добавлением значений Li выбранных шагов к натуральным значениям 
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 нулевых уровней факторов.

Для определения коэффициентов математической модели поставлено N опытов, поэтому опыты крутого восхождения нужно нумеровать, начиная с N+1. Для i-го фактора получаются следующие значения уровней при проведении опытов:
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Однако прежде чем перейти к постановке опытов необходимо с помощью математической модели рассчитать ожидаемые значения параметра оптимизации, т.е. провести мысленные опыты. При этом следует помнить, что модель составлена для кодированных значений уровней факторов, поэтому с помощью формулы
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натуральные значения 
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нужно пересчитать в кодированные и их использовать при оценке значений 
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Нередко полученной в эксперименте информации бывает недостаточно для выбора условий проведения математического планирования, т.е. выбрать параметр оптимизации, факторы, установить их области определения и подобласть факторного пространства для проведения плана. Поэтому, чтобы расширить сведения об изучаемом процессе, необходима постановка однофакторных экспериментов. Например, при выборе условий подготовки проб шихты глиноземного производства к РФА пробы гомогенизировали сплавлением их с флюсом, представляющим смесь 1,5 частей борной кислоты и 1 части углекислого лития.  При  сплавлении смесь  пробы  и  флюса  в  тигле из  сплава благородных металлов помещали в высокочастотную индукционную печь. Полученный  расплав охлаждался струей воздуха в тигле. Стеклянный диск легко отделялся от стенок тигля. Эксперимент планировали с целью определения условий сплавления, при которых получались бы излучатели, с высокой точностью воспроизводящие интенсивности аналитических линий определяемых элементов. Поэтому в качестве параметра оптимизации целесообразно использовать относительное стандартное отклонение Sr,п, характеризующее погрешность подготовки проб сплавлением. Для определения этого параметра результаты измерений от дисков, приготовленных в условиях, заданных матрицей планирования, следует обработать по одноступенчатой схеме дисперсионного анализа. Для того, чтобы надежно определить Sr,п, для каждого опыта необходимо приготовить не менее 20 сплавов. Для оценки адекватности модели опыты должны быть повторены как минимум дважды. Таким образом, при постановке  трехфакторного эксперимента необходимо подготовить 320 стеклянных дисков. Естественно, трудоемкость и невысокая точность определения величины Sr,п  препятствуют использованию этого параметра оптимизации. Поэтому для постановки математического планирования эксперимента проводились исследования по выбору параметра оптимизации.

 В частности, рассматривалась возможность использования двух других параметров 
[image: image88.wmf]у

, косвенно характеризующих значение Sr,п (табл.1): оценка гомогенности получаемых сплавов, во-первых, оптическим методом (второй параметр оптимизации), во-вторых, с помощью рентгеновского микроанализатора (третий параметр оптимизации). 

 Для определения возможности использования новых параметров оптимизации при выборе условий сплавления было поставлено три опыта с разными условиями сплавления.  В условиях каждого опыта было поставлено по 20 дисков и от каждого диска дважды независимо регистрировали интенсивности линий химических элементов: Al, Si  и Ca. Результаты обрабатывали по схеме однофакторного дисперсионного анализа и определяли значения Sr,п. Из 60 приготовленных дисков произвольно отобрали 2 образца для каждого опыта. Поперечные срезы образцов рассматривали под оптическим микроскопом и подсчитывали число К дефектов на определенной площади, т.е. определяли второй параметр оптимизации. Третьим параметром оптимизации служило относительное стандартное отклонение Sr,н, характеризующее неравномерность распределения Al, Si  и Ca на некотором произвольном участке поперечного среза образца. С помощью рентгеновского микроанализатора записывали распределение интенсивности указанных элементов по толщине диска.

Преимуществом новых параметров оптимизации является существенно меньшее число сплавленных дисков. При построении математической модели достаточно изготовить 16 сплавов. Наиболее простой в использовании - параметр оптимизации данных оценки гомогенности оптическим методом.

Удовлетворительное согласие имеет место между величинами Sr,п и К.      Данные микроанализа противоречат другим параметрам оптимизации (
[image: image89.wmf]у

).        Это вызвано тем, что основной вклад в величину Sr,н вносит статистическая оценка счета: при разбавлении шихты флюсом значение Sr,ст возрастает и на ее фоне изменение однородности диска не фиксируется. На основании вышесказанного предпочтение следует отдать оптическому микроскопу.

Таблица 1
Сопоставление параметров оптимизации при определении условий
 сплавления проб с флюсом
	Опыт
	Параметр оптимизации



	
	Sr,п
	Sr,н
	К

	1
	0.35
	7.5
	19

	2
	0.85
	-
	22

	3
	1.05
	5.5
	39


Выбор факторов. При подготовке проб к рентгенофазовому анализу (РФА) на основе сплавления качество стеклянных дисков зависит от многих факторов: химического состава флюсов (х1), времени (х2) и температуры сплавления (х3), массового соотношения между пробой и флюсом (х4), типа тигля (х5) и муфеля (х6), используемых при сплавлении добавок (х7) различных веществ, повышающих однородность и прочность дисков, условий (х8) формования излучателя из расплава пробы с флюсом. Полный факторный эксперимент с учетом  всех перечисленных факторов почти  неосуществим. Использование дробной реплики нецелесообразно, так как действие многих факторов взаимосвязано. Поэтому необходимо просто отсечь действие некоторых факторов.

При сплавлении силикатных материалов наиболее эффективным является флюс, состав которого приведен(1,5 части Н3ВО3, 1 часть Li2CO3).

Тигли из сплавов благородных металлов удобны тем, что их стенки не смачиваются расплавом, поэтому последний легко удаляется из тигля без остатка. Предпочтение отдали этим тиглям.

Способ   приготовления излучателей достаточно быстр, прост в реализации. Для повышения разлагающей способности флюса, упрочения получаемых дисков вводили КJ. Таким образом, при выборе оптимальных условий сплавления шихты с флюсом в качестве факторов использовали степень разбавления пробы флюсом (х1), величину добавки КJ (х2) и температуру сплавления (х3).

Далее необходимо установить область определения факторов. Разбавление (n) пробы флюсом менее чем в 2 раза нецелесообразно из-за плохого качества получаемых излучателей, поэтому нижняя граница для х1 n=2. Что касается верхней границы, то известно, что с повышением разбавления снижается чувствительность анализа. Выбрали оптимальный n=5 (с помощью однофакторного эксперимента). Следовательно, область определения для х1  2
[image: image90.wmf]£

 х1
[image: image91.wmf]£

5.

Область  определения для х2  подбиралась экспериментально, изменялось  количество добавляемого КJ от 0,1 до 3,0 %. В связи с этим было поставлено 6 опытов.  При добавлении в смесь пробы с флюсом 0,1%  КJ состояние расплава изменялось мало.  Если добавка КJ составляет 1%, то повышается подвижность расплава. Если ввести 3% КJ, то поверхностное натяжение сплава настолько велико, что таблетка при остывании деформируется. Следовательно, область определения  фактора  х2  0,1
[image: image92.wmf]£

 х2
[image: image93.wmf]£

2,5% . 

Область определения фактора х3 зависит от температуры плавления флюса (около 9000 С) и наибольшей температуры используемой печи:  900
[image: image94.wmf]£

  х3
[image: image95.wmf]£

13000 С. Диапазон изменения параметра оптимизации узок, поэтому интервалы варьирования факторов должны быть широкими. При выборе нулевого уровня и интервалов варьирования факторов учитывали, что: 

- эффективнее иметь значения уровней факторов, смещенные в сторону низких границ их областей определения,

- области определения факторов х1 и х3 узки.

  Выбранные натуральные значения 
[image: image96.wmf]~
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 и 
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 приведены в табл. 2
                                                                                                             Таблица 2
	Продукт
	Фактор
	Нулевой

уровень
	Интервал

варьирования

	
	х1 - степень разбавления пробы флюсом, раз.
	4
	1

	Шихта
	х2 - величина добавки, мг.
	40


	20

	
	х3 - температура сплавления, град.
	1150


	100


Матрица планирования и значения параметра оптимизации:
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При сплавлении навески пробы и флюса суммарная масса систем была равна 6 граммам.

Рассчитаем коэффициенты математической модели:
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Таким образом, конкретный вид уравнения (полином):
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Для оценки значимости коэффициентов полученной модели по формуле
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рассчитаем воспроизводимость измерения параметра оптимизации (табл.3):

                                                                                                             Таблица 3

	Опыты
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	Отклонение от 
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	1
	32
	30
	39
	34
	-2
	-4
	5

	2
	8
	3
	5
	5
	3
	-2
	0

	3
	25
	18
	17
	20
	5
	-2
	-3

	4
	15
	20
	-
	17
	-2
	3
	-

	5
	52
	43
	39
	45
	7
	-2
	-6

	6
	7
	11
	8
	9
	-2
	2
	-1

	7
	13
	16
	17
	15
	-2
	1
	2

	8
	7
	6
	8
	7
	0
	-1
	1
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Доверительный интервал коэффициентов
[image: image118.png]t(0.05,15)-3.8 2.13-3.8
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С учетом величины коэффициентов и числа их значащих цифр математическая модель процесса сплавления принимает вид

[image: image119.png]v =19 —9x, —4x, + 5x,0, — 4x,%;




С помощью этого выражения определяем теоретические значения [image: image121.png]()



 параметра оптимизации для 8 опытов:
[image: image122.png]9+9+4+5—
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По формуле для [image: image127.png]S?
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(где l – число значимых коэффициентов модели), рассчитываем:
[image: image129.png], (3:1+3:0+3:3+2-2+3-4+3-4+3:0+3-0)> 131
Saa. = - = =437




и оцениваем адекватность модели:
[image: image130.png]— =3.0<F(0.053,15) =3.3




Модель адекватно описывает процесс сплавления материала шихты глиноземного производства с флюсом. Прежде чем перейти к крутому восхождению, необходимо дать толкование процесса сплавления с помощью математической модели.
Однородность дисков повышается с увеличением степени разбавления проб флюсом. Значимость коэффициента а12 обусловлена тем, что с увеличением степени разбавления проб влияние добавки KJ на качество дисков снижается. Отсутствие зависимости качества дисков от температуры сплавления обусловлено тем, что в условиях данного эксперимента оптимальное значение 
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 находится где-то в середине подобласти, выбранной для постановки эксперимента. При 
[image: image132.wmf]~
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=10500С (нижний уровень) проба с флюсом взаимодействует недостаточно эффективно, а при 
[image: image133.wmf]~

х
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=12500 С (верхний уровень) качество дисков снижается из-за неустойчивости работы высокочастотной печи. Поэтому при крутом восхождении  значение третьего фактора целесообразно стабилизировать на нулевом уровне (
[image: image134.wmf]~

х

03

=11500 С). Значимость коэффициента а23 заключается в том, что при добавлении KJ в расплавленную смесь наблюдается снижение вязкости и увеличение подвижности капли расплава, благодаря этому повышается однородность диска. Увеличение температуры снижает вязкость расплава, поэтому с увеличением 
[image: image135.wmf]~
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 однородные диски можно получить с меньшим количеством KJ.

Следовательно, крутое восхождение совершаем, изменяя значения факторов 
[image: image136.wmf]~
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 и 
[image: image137.wmf]~
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. Шаги движения по градиенту для этих факторов равны, соответственно:
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Получены большие значения шагов и во втором опыте; уже выходим за область определения фактора 
[image: image140.wmf]~
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2

. Уменьшим значения шагов на одно и то же значение (в 30 раз), получим:


[image: image141.wmf];

3

.

0

30

:

9

1

=

=

L





[image: image142.wmf]3

7

.

2

30

:

80

2

»

=

=

L

.

Рассчитаем натуральные значения уровней факторо[image: image144.png]


 для опытов крутого восхождения. Восемь опытов  поставили при получении модели, поэтому можно записать значения факторов для 9, 10 и других опытов. Так, для опыта N9 натуральные значения уровней факторов будут равны:
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    и  [image: image149.png]=
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, 
а кодированнные:
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     Для опыта N10
  [image: image153.png]3+03=146



;       [image: image155.png]), +L, =43+ 6=46
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и так далее для следующих опытов.   Все расчеты необходимо поместить в табл. 4.

Таблица 4.
Условия и результаты крутого восхождения к оптимуму

	
	Значение уровней факторов

	Опыты
	Натуральное
	Кодированное

	
	
[image: image158.wmf]~
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	х1
	х2

	9
	4.3
	43
	0.3
	0.15

	10
	4.6
	46
	0.6
	0.30

	11
	4.9
	49
	0.9
	0.45

	12
	5.2
	52
	1.2
	0.60

	13
	5.5
	55
	1.5
	0.75

	14
	5.8
	58
	1.8
	0.90

	15
	6.1
	61
	2.1
	1.05

	16
	6.4
	64
	2.4
	1.20


До постановки эксперимента выполним "мысленные" опыты крутого восхождения: в уравнение математической модели подставим кодированные значения уровней факторов для х3=0, х 1 и х2 из табл. 4, а именно:
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и так далее. Внесем все теоретические и экспериментальные значения  параметра оптимизации в  табл. 5.

Таблица 5
	Значение параметра оптимизации

	Теоретическое
	Экспериментальное

	16
	19 
[image: image167.wmf]±

 4

	13
	14 
[image: image168.wmf]±

 4

	11
	6 
[image: image169.wmf]±

 4

	9
	12 
[image: image170.wmf]±

 4

	8
	10 
[image: image171.wmf]±

 4

	7
	17 
[image: image172.wmf]±

 4

	7
	16 
[image: image173.wmf]±

 4


Результаты расчетов демонстрируют влияние эффектов парного взаимодействия на эффект факторов х1 и х2. Начиная с 14 опыта, несмотря на увеличение степени разбавления пробы флюсом, однородность сплавов уже не повышается. В то же время необходимо отметить, что, начиная с опыта 12 для фактора х1 и с опыта 13 - для фактора х2 , мы вышли за пределы факторного пространства, для которого определяли модель, поэтому можно ожидать неадекватного описания математической моделью процесса сплавления дисков в условиях опытов 12-17. Эксперимент ставили не для всех "мысленных опытов". Каждый из выбранных опытов повторяли трижды. Средние значения 
[image: image174.wmf]y

j

  и доверительные интервалы 
[image: image175.wmf]D

y

j

 приведены в табл.3. Для оценки 
[image: image176.wmf]D

y

j

 использовали стандартное отклонение Sв =3.4, которое было рассчитано по результатам измерения 
[image: image177.wmf]y

ji

. Сопоставление 
[image: image178.wmf]j

y

ˆ

 и 
[image: image179.wmf]y

j

 показывает, что для опытов 14, 15 и 17 наблюдаются систематические расхождения между теорией и экспериментом.  

Таким образом, выбраны следующие условия для сплавления проб шихты с флюсом: cоотношение между массой пробы и флюса равно 1: 4.5 (1.09 г пробы и 4.91 г флюса сплавляли в высокочастотной печи при температуре 11500 С в течение 10 мин); за 1 мин до окончания плавки добавляли 55 мг KJ. В этих условиях провели однофакторный эксперимент для определения погрешности пробоподготовки и получили относительное стандартное отклонение Sr,спл.=0.42 %.
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